Term. spé. maths

AP-02 - suites numériques, études de fonc-
tions

= Suites : Raisonnement par récurrence

2
On considere la suite (u,,) définie sur N par: ug =8 et u,+1 = = U, +3.

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel 7 :

2 n
un=3x(g) +5.

Corrigé

1. Initialisation.Sin=0:
210
3X(§) +5=3x1+5=8=uy.

2. Hérédité. Supposons que, pour un rang n donné, on ait bien

n

2
Uy,=3x g +5.

Alors :

2 n

—) +5)+3
5

no9 n+1
+—x5+3:3x(—) +2+3=3><(—
5 5 5

2 2
Mn+1=gun+3=gx 3 x

o

3. Donc, par récurrence, pour tout n € N, on a bien

n+1
+5.

n

2
Uy,=3x g +5.
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Soit (u,) la suite définie par uy = 8 et
1
VneN, uye = Zu"+3'

1. Calculer u;.
2. Montrer que pour tout entier naturel n,

Un+l S Up.

On pourra utiliser un raisonnement par récurrence.
3. Que peut-on en déduire quant a la monotonie de la suite (u,)?

Corrigé

1. u; = iu0+3: l x8+3=5.

2. Notons &/ (n) I'assertion « 1 < uy, ».
(Initialisation). Puisque 1y = 8 et u; = 5, on a bien u; < uy. Donc </ (0) est
vraie.
(Hérédité). Si, pour un entier n quelconque, <f (n) est vraie, alors

Un+1 S Up
1 1

= —Up+1 S T Up
4 4

1
= —Upy1+t2< Uy +2
4 n+1 4 n

= Up+2 S Upyl

= Up4+2 S Up+1-

Donc, pour n'importe quel entier n, o/ (n) = «/(n+1).
Par récurrence, <f (n) est donc vraie pour tout entier naturel n.

3. Nous avons démontré dans la question précédente que chaque terme de la
suite est inférieur au terme précédent. La suite (u,) est donc une suite dé-
croissante.
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= Suites : limites de suites

Déterminer, en justifiant la réponse, la limite de la suite (u,) lorsque :

1
a. u, =3"; b.unzin—B; c. u, =n®+3n;

5n-8 nd+5n%-2n

2. . f. —
Uy =
’ " n?+3

d. u,=n-n*;

a. Puisque 3 > 1, 3" tend vers +oo.

1 1
b. Puisque lim 7= +oo,onendéduitque lim —n=+ocoetdoncque lim En—

n—+oo n—+oo n—+oo
3 = +oo.
c.Puisque lim n®=+ocoet lim 37 =+oo,alors lim n?+3n=+oo.
n—+oo n—-+oo n—+oo

d. Puisqu’il y a EI., procédons a une factorisation. Pour n #0:

1
n—nzznz(——l).
n

1 1
Or: — tend vers 0, donc le facteur — — 1 tend vers —1.
n n

Lautre facteur, n?2, tend vers +oo, donc la suite tend vers —oo.

e. Puisqu’il y a une EI., procédons a une factorisation. Pour n #0:
8

5n-8 _n(5-3) _ 5-4
2n+3  n(2+ 3"

) 245

S|w|3 oo

Puisque % tend vers 0, le numérateur tend vers 5. Puisque % tend vers 0, le

dénominateur tend vers 2.

La suite tend donc vers g

f. Puisqu’il y a EI., on réalise une factorisation.

n’+5n*-2n n(1+2-2%) 1+2+ %

= =n
n*+3 n?(1+-) g 1+ 3

Pulsque et 2 tendent vers 0, le numérateur tend vers 1.

Pulsque tend vers 0, le dénominateur tend aussi vers 1.

Le quotlent tend donc vers 1, et il est multiplié par n qui tend vers +oco. La
suite a donc pour limite +oo.
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Déterminer, en justifiant, la limite de la suite () si:

3
1.VnelN, un=n2+4n; 2.VnenN, Up=———7};
n“+n+1
5 4n®*-3n+1
3.VneN, u,=4n>-3n+1; 4.VneN, u,=——""—"—.
n2+3n-2

1. Les termes 4n et n? tendent tous deux vers +oo, donc leur somme aussi :

lim n®+4n = +oo.
n—+oo
2. Lestermes n? et n+ 1 tendent tous deux vers +oo, donc leur somme 12+ n+1
aussi. Par conséquent, 3 divisé par cette somme tend vers 0.

3
im —————=
n—toonc+n+1
3. Puisqu’il s’agit d'une forme indéterminée, on procede a une factorisation «for-
cée». Pourn#0:

Up,=4n>-3n+1=n 4——2+—3.
n n

Or:
. 3 . 1 . 3 1
lim —= lim — = lm 4-—+— =4.
n—+oo p2 n—+oo p3 n—-+oo n2 ns
et d’autre part: lim 7n® = +oo.
n—+oo
Donc:

lim u, = +oo.
n—+oo

4. Ici aussi, on leve 'indéterminée a I'aide de factorisations « forcées ». Pour n #
0:

3 3 1 3 1

4n-3n+1 n (4—ﬁ+ﬁ) R
Un=—"35 3n—2 2 32y % 3 2
nc+on-— n (1+ﬁ_?) 1+ﬁ_?

Puisque les quotients 3., L 3 et —2 tendent vers 0, le quotient tend vers 4.
n n n n

11 est multiplié par n qui tend vers +oo, donc :

lim u, = +oo.
n—+oo
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Déterminer la limite en +oco des suites de terme général :

2\" 1 (1)? 1\" 3"+1
a)3(g) ; b)yn+2"; C)l+§+(—) +---+(—) ;o d) *

3 3 2n_5"

2 n
1. Puisque -1 < : < 1, la suite de terme général (g) tend vers 0. Il en va de

n
méme de la suite de terme général 3 -

2. Puisque 2 > 1, la suite de terme général 2" tend vers +oo. C’est aussi le cas de
la suite de terme général n, donc la suite de terme général n + 2" tend vers
+00.

3. Onsait que:

R RO
1+=—+|=] + 2| =—F—==|1-|= .
3 \3 3 1- 2 3

1
3

1
Or puisque —1 < 3 <1:

1 n+1
— lim 1—(—) =1
n—+oo 3
1 n+1 3
— lim _[1_[_) 3
n—+o0o 2 3 2

= fonctions : études de fonctions

Soit f la fonction définie sur R par
3
flx)=x+ Exz —6x.

1. On admet que f est dérivable sur R. Déterminer I'expression de la fonction
dérivée de f.
2. Etudier les variations de la fonction f sur R.
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Corrigé

1. Pour toutréel x :

3
f(x) =3x2+E x2x—6=3x"+3x—6.

fl(x)=3x*+3x-6=3(x>+x-2).

Donc f'(x) est du méme signe que le polynome de degré 2 x> + x — 2.

Ce polyndme admet pour racines évidentes 1 et —2.

Son coefficient de degré deux est 1, il est donc strictement positif; on en dé-
duit que le polynome est positif a I'extérieur de ses racines.

Donc:

* Sur]—o0;—2] f’ est positive donc f est croissante.
 Sur [-2;1] f’ est négative donc f est décroissante.

e Sur [1;+o0[, f’ est positive donc f est croissante.

1. On cherche a résoudre I'équation f(x) = 0 ou f est définie sur [—6;4] par
f(x) =2x> +3x* —36x+10.

a. Etudier les variations de la fonction f.
b. Déterminer le nombre de solutions de I'équation f(x) = 0, puis une valeur
arrondie de chacune de ces solutions a 0,01 pres.
2. Mémes questions si I'on cherche a résoudre I'équation f(x) =2 000 ou f est
définie sur [10;50] par

F(x) = x> —30x% +302x + 200.

Corrigé

1. a f'(x) =2x3x*+3x2x—36=6x>+6x-36=6(x*>+2x—6). Donc f’(x) est
du signe de x? + 2x — 6 qui est un polynome de degré 2. Son discriminant
est:

A=1%-4x1x(—6) =25.
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Ce discriminant est positif, donc le polyn6me admet deux racines :

-1-v25 -1-5 -1+v25 -1+5
X1 = = =-3; Xxp= = =2

2x1 2 To2x1 2

Le coefficient de degré 2 est 1, positif, donc f’(x) est positive a I'extérieur
des racines.
On peut donc établir le tableau de variations suivant.

X | —6 -3 2 4
f + 0 - 0o +
91 42
7 ~ el
f ~0 0 - ~0
-98 -34

b. D’apres le tableau de variation, I'équation f(x) = 0 admet donc 3 solutions.
c. Al'aide de la calculatrice, on détermine que ces solutions ont pour valeurs
approchées —5,17, 0,29 et 3,38.
2. Lafonction f est dérivable sur [10;50] et pour tout x de cet intervalle :

f'(x) =3x* - 60x +302.
Le discriminant de ce polynéme de degré 2 est :
A= (—60)% —4 x 3 x 302 = —24.

Ce discriminant étant négatif, il n’y a pas de racine et le polynéme est toujours
du signe de son coefficient de degré 2, donc strictement positif.

La fonction f est donc continue et strictement croissante sur [10;50]. De plus
f(10) = 1220 donc f(10) < 2000 tandis que f(50) = 65300 donc f(50) > 2000.
Léquation f(x) = 2000 admet donc une unique solution dans [0;50]. Une re-
cherche a la calculatrice permet de préciser que cette solution est voisine de
19,13.
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