Term. spé. maths
. 2 e .« 2 Corrigé A
AP-01 - suites numériques — corrigés

1. Considérons, pour tout n €N, U, — uy

Ups1—Up=5n+1)°—n+1)+2-5n*+n-2

=50 +10n+5-n—-1+2-5n>+n—-2=10n+4.

Or
n=0—= 10n+4=24 — 10n+4>0,

donc la suite (u;,) est strictement croissante.
2. Onav, = f(n), alors f définie sur [0; +oo| par f(x) = x3+7x+3. Cette fonction
est dérivable sur cet intervalle et

fl(x) =3x%+7.

1l est clair que pour tout x € [0;+oo[, f'(x) est strictement positive, donc la
fonction f est donc strictement croissante sur [0; +oo[. Par conséquent la suite
(v,,) est elle-méme strictement croissante.

3. Remarquons que pour tout entier naturel 7 :

Wpi1— Wy =—(n +3)?
—r Wn+1 - Wn < 0.
La suite (w;) est donc strictement décroissante.
Corrigé AP-01/02

1. PourtoutneN:

Upi1—Up=4n+5
= Up+1—Up=5
= Up+1— Uy >0.
Donc la suite (u;) est strictement croissante.
2. Variante 1.La fonction polyndme de degré 2 x — x? —5x admet un coefficient

b +oo[ = [g;+oo[.

principal positif, elle est donc croissante sur I'intervalle [— 205

La suite (v,) est donc bien croissante pour n = 2.
Variante 2. Pour tout n = 2,

vn+1—vn:(n+1)2—5(n+1)—n2+5n:2n—4.
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Or
n=2

—= 2n=4
= 2n-4=0.

La suite (v,) est bien croissante pour n = 2.
3. PourtoutneNona:

Whs1 —Wp=(n+2)x3™ —(n+1) x 3"
=3""1p+2x3" 3"y 3"
=3"Bn+2x3-n-1)
=3"2n+5).

Or 3" est strictement positif et puisque 7 est positif ou nul,

2n+5>5 = 2n+5>0.

Le produit 3" (2n +5) est donc strictement positif, donc la suite (w;,) est (stric-
tement) croissante.
Corrigé AP-01/03 |

1. Corrigé 1. Pour toutne N :

Uns1—Up = [(n+1?+3(n+1)+2] - [n®+3n+2]
=n’+2n+1+3n+3+2-n*-3n-2
=2n+4.

Or
n=z0—=2n=20—=2n+4=24 = 2n+4>0.

Donc la suite (u,,) est (strictement) croissante.
Corrigé 2. Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par

f(x)=x*>+3x+2.

Pour tout entier naturel n, on a u, = f(n).
La fonction f est dérivable sur [0; +oo[ et pour tout x € [0; +oco] :

f'(x)=2x+3.

Or
x=20= 2x+3=23 = 2x+3>0.

La fonction f est strictement croissante sur [0; +oo[, donc la suite (u;) est, elle
aussi, strictement croissante.
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2. Corrigé 1. Pour tout n € N :

_3(n+1)-1 3n-1
T2+ 1) +1 2n+1
_3n+3-1 3n-1

T2n+2+1 2n+1
_3n+2 3n—-1

“2n+3 2n+1
_Bn+2@n+1) (Brn-1)@2n+3)

C (2n+3)2n+1) (2n+1)(@2n+3)
_6n*+3n+4n+2 6n°+9n-2n-3
T @n+1)@n+3) (2n+1)@2n+3)
_6n°+7n+2—(6n°+7n-3)

B Cn+1)2n+3)
_6n*+7n+2-6n*-7n+3

2n+1)2n+3)
5

T en+1)@2n+3)

Un+1—VUn

Or, n étant positif, les facteurs (2n + 1) et (2n + 3) sont strictement positifs et
donc

—_—— >0 =V —v,>0.
2n+1)(2n+3) LT on

La suite (v,) est donc strictement croissante. Corrigé 2. Soit f la fonction dé-
finie sur [0; +ool par

Pour tout entier naturel n, u, = f(n).
La fonction f est dérivable sur [0; +oo[ et pour tout x € [0; 4+00] :

_3(2x+1)-(Bx+1)x2
a (2x+1)2

B 6x+3—-6x—-2

O (2x+1)?

1

C2x+1)2°

f'(x)

1l est clair que f’ est strictement positive sur [0; +oo[, donc f est strictement
croissante et donc (u,) aussi.
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3. Soit f la fonction définie par x — v/x. Pour tout entier naturel n, on a f(n) =
Wy.
Or on sait que la fonction f est strictement croissante, donc la suite (w)) I'est
aussi.

4. Pour tout entier naturel #z non nul :

1 1 1 1 1
zn+1—zn=(1+—+~~~+—+ )—(1+—+~~~+—)
2 n 2 n

n+1l
:1+g+...+%+ﬁ_1_z_..._%
n-llrl'

Puisque n est positif, P est strictement positif, donc la suite (z;) est stric-
n

tement croissante.
Corrigé AP-01/04

Calculons les premiers termes :

Uy =0xuy=0;

Up=1xu;=1x0=0;

Uz =2xuy=2x0=0.
On voit que, a I'exception de w1, les termes de la suite (1) sont nuls. La suite (uy,)
est donc géométrique de raison 0.

Montrons ce résultat par récurrence. Soit «f (n) 'assertion « 1, = 0 ».
&/ (1) est vraie. Si o/ (n) est vraie (pour 7 entier naturel non nul quelconque), alors

Up=0= Uy =nu,=nx0=0.

Donc «/(n + 1) sera aussi vraie.
Lassertion </ (n) est donc vraie pour tout entier naturel non nul.
Corrigé AP-01/05

a.Ona:
up=Bx0+1)2%=12=1;
up=0Bx1+1)%=42=16;
u =B x2+1)%=7>=149.

Donc:

Uy—up=16-1=15; wup—u; =49-16=33.

Puisque uy — uy # u; — ug, cette suite ne peut pas étre arithmétique.
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b. Corrigé 1. Pour tout entier naturel n
Untl1 —Up=22(n+1)-22n=22n+22-22n=22.

La suite (v;) est donc arithmétique de raison 22.
Corrigé 2. En posant vy = 0 et r = 22, on peut écrire que pour tout entier natu-
rel n

UVp=0+nx22=uv9+22r.

On reconnait bien la le terme général d'une suite arithmétique de raison r =
22.
c. Pour tout entier naturel 7 :

Wp1—wWp=[n+1)+1]-[n+1l=n+1+1-n-1=1.

La suite (w;) est donc arithmétique de raison 1.
(On pouvait aussi procéder comme dans le corrigé 2 précédent.)
d.Ona:
Xo=48(-10=48%x1=48;
x1=4,8(-1)! =4,8x (-1) = —4,8.
X2 =4,8(-1)>=4,8x1=4,8.

X1 — X = —9,6 et xp — x; = 9,6 ne sont pas égaux, donc la suite (x,) ne saurait
étre arithmétique.
Corrigé AP-01/06

1. Ona:
Ug=-8;
Uy =-3x(-8)+2=26;
Up=-3x26+2=-76.
Donc

251

26 _ 13w 76 _ 38
uy -8 4 u 26

= E
. up , U . N .
Puisque — # — cette suite ne peut pas étre geometrique.
Uo [Z5]
2. Pour tout entier naturel 7,

Un+y1=(qVUn

2 . L L2
avec q = ? Donc cette suite est geometrique de raison ?
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3. Ona:
wy=1;

1
wZZlezlxlzl;

1 1]
W3=—wr=—x1=—.
37277 2

wy ws3 1 . .

Donc —=1let — = > ne sont pas égaux et la suite (w;) ne peut donc pas
wy W

étre géométrique.

Corrigé AP-01/07

1. Ona:
1+1 2 1
Uz = 1=-X-=73
2x1 2 2 2
2+41 1 3
Uz = Xo=9
2x2 2 8
3+1 3 1
Uy = X —=—,
2x3 8 4
2. a.PourtoutneN*:
Up+1 nTHun u, 1 u, 1
Un+1= = = =—X—==Uy.

n+l n+l 2n 2 n 2

1
Cette relation montre que (v,) est géométrique de raison > et de premier

u 1
terme vlsz—.
b. On en déduit que
1 n—1 1 n—1 1 1 n 1
n=(z) =) 2l
2 2 2 \2 2n
Or
v U Uy =nv -
n n n n 2n'

On peut vérifier qu'on retrouve bien avec cette formule les premiers termes
de la suite (u,).
Corrigé AP-01/08 |
Soit «f (n) I'assertion « v, = (=3)" +2 ».
Sin=1,(-3)'+2=-3+2=—1etv; =—1. Donc </ (0) est vraie (initialisation).
Supposons que pour un entier naturel n quelconque, &/ (n) soit vérifiée. Alors

vy = (=3)"+2.
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Donc:
Up+y1=-3v,+8

=-3((-3)"+2)+8
=-3x(-3)"-3x2+8
=(-3)""'-6+8
= (=3)"! +2.

Donc «f (n + 1) est aussi vérifiée (hérédité).

Par récurrence, 'assertion «f (n) est donc vérifiée pour tout entier naturel non nul
n

Corrigé AP-01/09

1. Démonstration par récurrence de la premiere égalité. Notons 22(n) I'assertion

«1+3+---+(2n—1):n2.»

(D Sin=1,onabien =12 donc 2(1) est vraie.

(H) Supposons, pour # € N* donné, que £?(n) est vraie. Alors :

1+3+--+Q2n-1)+2n+1) =n*+2n+1=(n+1)*

v~

nZ
Donc £2(n) vraie entraine 22(n + 1) vraie aussi.
(C) Donc, par récurrence, pour tout n € N*, Z2(n) est vraie.
2. Démonstration par récurrence de la deuxieme égalité. Notons 2 (n) I'asser-

tion )
+1
«13+23+~~~+n3:(%) >

(1x(1+1))2

(D Sin=1,13=1et =12 = 1. Donc 2(1) est vraie.

(H) . Supposons & (n) vraie. Alors :

nn+1)

2
5 ) +(n+1)3=

13+---+n3+(n+1)3:(
N ——
HR.

2 2 2
w+(n+1)3:(n+1)2 %+(n+1)):
(n+1)zxw:
(412 x (n+2° (m+1)*(n+2)7° _((n+1)(n+2))2
4 22 h 2 :
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Onadoncbhien 2(n) = 2(nm+1).

(C) Dongc, par récurrence, 2 (n) est vraie pour tout n € N*,

3. Démonstration de :

nn+1))\?
(¥) :(1+...+n)2‘
2
. nn+1) .
Puisque, selon le cours —5 =1+2+---+n,onabien
+1))?
(%) =1 +--+n)?
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